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Θέμα Α 

Α1. Σχολικό βιβλίο σελ. 133 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ.51 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ.185 

Α4.  

α) Λάθος 

β) Σωστό 

γ) Σωστό 

δ) Σωστό 

ε) Λάθος 

 

Θέμα Β 

( )f : 1,+ →     με   ( ) ( )f x 2 n x 1= −   

 )g : 2,+ →     με  ( )g x x 2 1= − +    

 

Β1. f g    

( )

g

f

x D

g x D



 
 

 

x 2

x 2 1 1

 

 


− + 

  

x 2

x 2 0

 


  


− 

 

x 2

x 2

x 2



  
 

  



 
 

[2] 
 

Επομένως ορίζεται η f g  και είναι η συνάρτηση ( )( ) ( )( )f g x f g x = =   

2 n x 2 1= − + 1−( ) 2 n x 2= − =   

( ) ( )
2

n x 2 n x 2= − = −    με x 2.   

 

Β2. ( ) ( ) ( )h x n x 2 ,x 2,= −  +   

Είναι ( )
1

h x 0
x 2

 = 
−

 δηλ. η ( )h 2, +  οπότε η h 1-1 άρα αντιστρέφεται. 

Για να βρούμε την αντίστροφη της h θέτουμε ( )h x =  και λύνουμε ως προς x.   

 

Είναι ( ) ( )h x n x 2 =  = −    

e x 2 x e 2 = −  = +   

Δηλ. ( )1h y e 2− = +   

Η h συνεχής και   στο ( )2,+  οπότε ( )( ) ( ) ( )( )
xx 2

h 2, lim h x , lim h x
+ →+→

+ =   

( ),= − +   

Γιατί ( )
x 2
lim n x 2

+→
− = −   και   ( )

x
lim n x 2
→+

− = +   

Άρα ( )1 xh x e 2− = +    με   x .   

 

Β3. ( )
( )

x 2

f x
lim h x

x 2→

 
= 

− 
  

( )
( )

x 2

2 n x 1
lim n x 2

x 2→

− 
= − = 

− 


   

( )
( )

h 2

n x 1
lim 2 n x 2

x 2→

− 
= − 

− 


   
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( )2 1=  −  = −   

Γιατί 
( )

0

0

DLH x 2h 2

n x 1 1
lim lim 1

x 2 x 1+

 
 
 

→→

−
= =

− −


   

Και ( )
x 2
lim n x 2 .

+→
− = −   

 

Θέμα Γ 

Γ1. f : →   

( )
3

2

x x
f x ,    κ,μ

x 1

 +
= 

+
   

● Η f  έχει οριζόντια ασύμπτωτη στο .+   

● Η x =  εφαπτομένη της fC  στο ( )0,0 . 

i) Αν 0   τότε ( )
3

2x x

x
lim f x lim

x→+ →+


= =   

( )
x

 αν κ 0
lim x

 αν κ 0→+

→+
=  =

→−




  άτοπο 

 Άρα 0 =  γιατί ( ) 2x x

x
lim f x lim 0

x→+ →+


= =   

ii) οπότε ( ) 2

x
f x

x 1


=

+
  

( )
( )

( )

2

2
2

x 1 x 2x
f x

x 1

 + − 
 = =

+
  

( ) ( )

2 2 2

2 2
2 2

x 2 x x

x 1 x 1

 +−  −
= =

+ +
  

Είναι: ( )f 0 1 1 1.
1


 =  =   =   
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Γ2. 

i) ( ) 2

x
f x

x 1
=

+
  

( )
( ) ( )

2 2

2 2
2 2

x 1 x 2x 1 x
f x

x 1 x 1

+ −  −
 = =

+ +
  

( ) 2 2f x 0 1 x 0 x 1 =  − =  =    

x 1= −    ή    x 1=   

 

 

 

x  −          1−                 1               +   

f   - + - 

f  

  

 

 

 

                         ( )
1

f 1
2

− = −        ( )
1

f 1
2

=   

 

ii) Η  f  συνεχής και   στο ( , 1− −    οπότε ( ( ) ( ) ( ))
x

f , 1 f 1 , lim f x
→−

− − = −


  

1
,0 .

2

 
= − 
 

  

 

Η f  συνεχής και   στο  1,1−    οπότε  ( ) ( ) ( )f 1,1 f 1 ,f 1− = − =     

1 1
,

2 2

 
= − 
 

  

 

Τ.Ε. Τ.Μ. 
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Η  f  συνεχής και   στο  )1,+  οπότε  )( ) ( ) ( )(
x

f 1, lim f x ,f 1
→+

+ = =


  

1
0, .

2

 
=  
 

  

Άρα ( )( )
1 1 1 1

f , ,0 , 0,
2 2 2 2

     
− + = −  −  =    

     
  

1 1
,

2 2

 
= − 
 

  

 

( ) 21
f x ,   α

2
= +    

Αν 0   τότε 21 1

2 2
+    

άρα η εξίσωση ( ) 21
f x

2
= +  είναι αδύνατη. 

Αν 0 =  τότε η εξίσωση γίνεται ( )
1

f x
2

=   και έχει μια ρίζα την x 1.=   

 

Γ3. 
2 1

1

20

x
dx,   ν

x 1

+

 = 
+    

i) Είναι: 
2 1 2 3

1 1

1 2 20 0

x x
dx dx

x 1 x 1

+ +

 + +  = + =
+ +    

2 1 2 3
1

20

x x
dx

x 1

+ ++
= =

+   

2 1 2x 1 x+ +
=

( )
2x 1+

1

0
dx =   

1
2 2

1
2 1

0
0

x
x dx

2 2

+
+  

= = = 
 + 
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1
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ii) ( )
1

1
2

0 20
0

x 1
dx n x 1

x 1 2

 
 = = + = +  

    

1
n2

2
=    

( )
0

0 1 1

1 1 1
1 n2

2 2 2

=

 +  =  + =   

1

1 1
n2

2 2
 = −    

( )
1

1 2

1
1

4

=

 +  =    

2

1 1 1
n2

2 2 4
− +  =    

2

1 1 1
n2

4 2 2
 = − +    

2

1 1
n2

4 2
 = − +    

 

Θέμα Δ 

f : →  παραγωγίσιμη, f   συνεχής 

●  ( )0 g x 1,   x   (1) 

●  ( )g x 1,  x  −    
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Δ1. ( ) ( )  h x g x x,   x 1,0= +  −   

● Η h συνεχής ως άθροισμα συνεχών  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

1

1

 h 1 g 1 1 0
h 1 h 0 0

 h 0 g 0 0


• − = − − 

 −
• = 






  

 

Θ. Bolzano 

Υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )1x 1,0 −  ώστε ( )1h x 0=  δηλ. ( )1 1g x x 0.+ =   

Έστω ότι η h έχει και δεύτερη ρίζα ( )1,0 −    ( )1έ   x     

● Η h συνεχής στο  1x , .   

● Η h παραγωγίσιμη στο ( )1x ,  με ( ) ( )h x g x 1 = +   

● ( ) ( )1h x 0 h= =    

 

Θ. Rolle 

Υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )1x ,   τέτοιο ώστε ( ) ( )h 0 g 1  =   = −  άτοπο 

Άρα το 1x  μοναδική ρίζα. 

 

Δ2. ( )
( )( ) ( )2x g x x ,   x ,0

f x
2 x x x,    x 0,

2

 +  −


=   
 +  −    

 

  

( )f 0 0=   

( ) ( )
2

x 0 x 0

xf x f 0
lim lim

x 0− −→ →

−
=

−

( )( )g x x

x

+
0=   
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( ) ( )
x 0 x 0

f x f 0 2 x x x
lim lim

x 0 x+ +→ →

−  +  − 
= =

−
  

x 0

2 x x
lim 2 1 3

x x+→

  
= + − = + − = − 

 
  

Πρέπει : 3 0 3−  =   =   

 

Δ3. Δηλ. ( )
( )( ) ( )2x g x x ,   x ,0

f x
2 x x 3x,    x 0,

2

 +  −


=   
 +  −   

 

  

i) Για x 0, ,
2

 
 
 

 είναι: 

( ) 2

1
f x 2 x 3

x
 =  + −


  

( ) 4

2 x x
f x 2 x

x

 
 = −  + =


  

3

2 x
2 x

x


= −  + =


  

3

1
2 x 1 0

x

 
=  − 

 
   

Γιατί: 
3

3

1
0 x 1 x 1 1

x
  


   

και 2 x 0    

άρα η f 0,
2

 
  

 
  

( )f 0 0 =  οπότε για ( ) ( )x 0 f x f 0    

( )f x 0    

άρα η f 0,
2

 
 
 
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οπότε για ( ) ( )x 0 f x f 0     

( )f x 0.    

 

ii) ( )3f x =     x 0,
2

 
 
 

  

( )f x
3


 =   

Η f είναι συνεχής και   στο 0,
2

 


 
 οπότε ( ) ( )

x
2

f 0, f 0 , lim f x
2 −


→

 
    =    

 

  

 )0,= +   

Το f 0,
3 2

    
  

  
  άρα η εξίσωση ( )f x

3


=  έχει μοναδική ρίζα 2x  στο 0, .

2

 


 
  

 

 

 

 

Δ4.  

i) Από Δ1, 

είναι: ( ) ( )h x g x 1 0 = +   και η h  συνεχής οπότε η h  διατηρεί πρόσημο.  

Δηλαδή η h  είναι γνησίως μονότονη  

και επειδή ( )h 1 0−        ( )h 0 0   

άρα η h    

Είναι : ( ) ( )
1.

1 1x x h x h x


     
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( ) ( )
2

h x 0 g x x 0

                      x 0

   +  


  

  

( )( )2x g x x 0+    δηλ. ( )f x 0   

 

 

ii) ( ) ( )
/3 /3

1
0 0

f x dx 2 x x 3x dx
 

 =  +  −    

( )
/3

2

0

x
2 x n x 3

2



 
= −  −  − 
 

   

2

2 n 3
3 3 2 9

   
= −  −  − 

 
   

( )2 0 n 0 0+  +  − =   

( )
21 1

2 n 2 n1
2 2 6

 
= − − − + + = 

 
   

( )
2

1 n1 n2 2
6


= − − − − + =   

2

1 n2
6


= + −   

 

( ) ( )
1 1

0 0
2

2
x x

f x dx x g x x dx = = + =      

( )
1

0
3 2

x
x x g x dx = + =    

( )
1 1

0 0
3 2

x x
x dx x g x dx= + =    

( )
1

1

0
4 3

0

x
x

x x
g x dx

4 3

   
= +   
   

   
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( ) ( )
1

1

0
4 3 3

0
1

x
x

x x x
g x g x dx

4 3 3

 
= − + − 

 
   

( ) ( )
1

4 3
0

31 1
1

x

x x 1
g x x g x dx

4 3 3
= − −  −    

( ) ( )
1

4 31. 0
31 1

1
x

x x 1
x x g x dx

4 3 3



= − − − −    

( )
1

4 4
0

31 1

x

x x 1
x g x dx

4 3 3
= − + −    

( )
1

4
0

31

x

x 1
x g x dx

12 3
= −    

 

 

Είναι: 1 2 =     

( )
1

42
0

31

x

x 1
1 n2 x g x dx

6 12 3


+ − = −    

( )
1

423 0
31

x

x
3 3 n2 x g x dx

2 4

 
 + − = −    

( )
1

4 2
0

3 1

x

x
x g x dx 3 n2 3

4 2


 = + − −    

 

 

 


